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Abstract. We establish a new version of the Greibach syntactic lemma regarding substitutions 
between full trios, namely: 
Let ~t  be a bifaithful trio, ~2 a full trio, LI, L2 languages over disjoint alphabets. Then 
L~ ~'Ac'2 ~~t  Vl~2 implies Ll ~A~'l or (L2c)*~.  
I. Introduction 
Le lemme syntaxique de Greibacla concernant les substitutions [5] est un des 
r6sultats importants de la th6orie de~; FA!, et plus g..neralement de !a th6orie des 
langages (cf. [3, 4]). Son importance provient, d'une part, de la fr6quence de son 
utilisation directe ,aui permet, en particulier, de montrer la non-principalit6 de 
certains c6nes rationnels. D'autre pat t, ce lemme a servi d'exemple pour obtenir des 
r6sultats analogues concernant d'autres op6rations sur les langages (cf. [6]). 
L'6nonc6 du lemme syntaxique es! le suivant" 
Soient ~t,  A°2 deux c6,es rationnels clos par union, L 1, L2 des langages d6finis sur 
des alphabets disjoints. Si le langage L1 t L2 (obtenu h partir de L Ien substituant h 
chaque lettre x, le langage x L2) appartient /t la famille Zea~2 (obtenue en 
substituant les langages de .~'2 dans les langages de Z#~), alors L~ ~ ~~ ou L2~ ~2. 
R6cemment, deux am61iorations de ce lemme ont 6t6 propos6es [1, 7] qui 
permettaient de l'6tendre aux c6nes rationnels non n6cessairement dos par union. 
Enfin, Beauquier a6tabli que le lemme syntaxique n'6tait pas w~.rifi6 pour les c6nes 
rationneis fid61es [2], r6pondant ainsi/t une question de Ginsburg [4]. 
Dans ce papier, nous d6montron: la version suivante de ce lemme" 
Soient Z#x un c6ne rationnel bifid~.le, 0~2 un c6ne rationnel, L t, L2 des langages 
d6finis sur des alphabets disjoints. Alors, L~ 1' L2 ~ ~'~ IZI~2 implique L~ ~ 2~ ou 
(Lzc)*~2. 
Cette version englobe le~ am61iorations de [1] et [7], tout en affaiblissa~t les 
hypoth~.ses sur ~ qui dolt seulement ~tre clos par transduction rationnelle bifid~le 
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(fid~le et di'image finie). En particulier, nous d~imontrons ainsi que le lemme 
syntaxique st encore vrai si ~ est un c6ne rationnel fid~le (non clos Far homomor- 
phisme effa!;ant). Remarquons qu'il reste encore une question non r6solue qui se  
place entre ce r~sultat et le contre exemple de Beauquier [2]: Que se, asse-t'il si ~1 
est un c6ne rationnel et ~z un c6ne rationnel fid~le? 
On pourra trouver dans [8] p!usieurs corollaires qui se d6duisent tr~'.s ~implement 
de notre proposition mais qui ne peuvent pas &re obtenus direclement h parfir du 
lemme syntaxique. Terminons en signalant que cette proposition est utilis6e par 
Leguy dans [9] pour 6tablir qu'un langage Lest  complet par substitution (VL' d6fini 
sur un alphabet di§joint, ~(L 1' L') = ~(L) r l  ~(L')) sii et seulement siL est un langage 
d'image finie ('¢L,' ~ c~ (L), le c6ne rationnel engendr~ ~, par L, il existe unc transduction 
rationnelle d'image finie r telle que r(L) = L') et pour d6montrer que si les langages 
Let  Sym = {wff u/w ~ {a, b}*} sont db.finis sur des alphabets disjoints et si C~(L) n'est 
pas fermi, par 6 ;oilc, alors le langage Sym 1' L n'est pas un langage ffacable (le c6ne 
rationnel fid~le engendr6 par Sym 1' L est strictement inclus dans ~(Sym 1' L)). 
2. D~finitions et notations 
Pour tout mot w ~ X*, [w[ d6signe la longueur de wet  e, le mot vide. 
Un homomorphisme h de X* dans Y* est alphab3tique (resp. strictement 
alphaMtique) si Vx ~X, lh(x)l 1 (resp. Ih(x)l = 1). 
I1 est k-limit3 sz~r R ~ X*, s'il ne peut pas effacer plus de k occurrences cons6cu- 
tires dans un mot appartenant ~ R. 
Un cBne rationnel est une famille de langages close par homomorphisme, 
homomorphisme ,.'zvers~ et intersection avec les langages rationnels, c'est-h-dire 
close par transduction rationnelle (cf. [3.4]). 
Une transduction rationnelle r de X* dans Y* e:,~ d'imase finie si Vx ~X*,  ~'(x) 
est fini, fid~le si Vy ~ Y*, ~.-X(y) = {x ~ X*Iy ~- r(x)} est fini et bifid~le si elle est fid~le 
et d'image f~nie. 
Pour toute famille de langage ~, nous noterons ~(~)  le c6ne rationnel engendr6 
par ~, ~f(~) (resp. ~bf(A~) le c6ne rationnel fid~le (resp. bifid~le) engendr6 par ~. 
c'est-h-dire la plus petite famille de langages contenant Met  close par transduction 
rationnelle fid~le ~.resp. bifid~le). Le plus petit oSn,: rationnel ferm6 par union 
contenant ~ sera not6 ~(~) .  Enfin, si A ° = {L}, nous utiliserons ~(L) ~ la place de 
c6'({L}). 
Un langage L est effa¢able (resp. bifid~le) si C~(L)= ~f(L) (resp. c~bf(L)). 
Une substitution s de X* dans Y* est un hemomorphisme d X* dans rensemble 
des parties de Y*. Si pour tout x ~ X, s(x) appartient h une famille de langage .L~', nous 
dirons que s est une ~substitution. De plus, si Vx ~X,  e lg s(x), ~ est une Ao. 
substitution propre. S~ ~ = Rat, la famille des langages rationnels (resp. Fin, la famdl'e 
des langages finis), s est une substitution rationnelle (resp. substitution finie). 
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Pour faire des substitutions dans des c6nes rationnels bifid61es, non n6cessaire- 
ment clos par homomorphisme quelconque, neus allons nous restreindrc aux 
substitutions propres. 
Soient ~ et ,~'~ deux families de langages. Posons 
&e~ VI~ 2 = {s(L1)ILl ~ ~,  s est une ~2 ,substitution l:wopre}. 
Remarquons que si ~ est un c6ne rationnel, nous retrouvons ia d6finition 
classiq~e de ~ ~2 (cf. [3, 4]). 
Une FAL est un c6ne rationnei cl~s par union produit et 6toile. La FAL engendr6 
par un c6ne rationnel ~, not#e ~(~)  est 6gale/~ Ratl-q~. Une FAL sera dite non 
rationnelle si elle est diff6rente de Rat. 
Enfin, consid6rons un langage L ~_ X*. Pour tout lang~,ge L', L I'L' d6sign,=ra le 
langage t(L) of~ t e~t la substitution d6finie sur X par: Vx ~X, t(x)= xL'. 
3° R6sultat 
Pour la d6monstration de notre lemme de substitutior~, nous utiliserons le fait que 
si un langage L, engendrant un c6ne rationnel clas par produit, appartient ~~(Ae), 
alors il appartient h c6'(~). 
Lemme 1([8]). $oit L un langage tel que C~(L) soit clos par pmduit. Alors, po~tr tou~' 
~3ne rationnel .~, L ~ c~(Le) impl~que L ~ .~. 
En particulier, pour tout langagc L ~ X* e t, toute lettre c n'appartenant pas ~t X, le 
c6ne rationnel engendr6 par le langage (Lc)* esz une FAL qui est, donc, ferm6e par 
produit. Nous utiliserons, dans ia demonstraaon dela proposition 2, le fait que (Lc)* 
v6rifie l'hypoth6se du lemme pr6c6dent: 
Proposit ion 2. $0ient .~1 u,: c~ne rationnel bi~dMe, ~2 un c6ne rationnel et les 
langages L1c_X*, L2c_X * avec X1c~Xg=O. Alors, L1~I-,2~-~10.~2 implique 
L1~.~1 ou (L2c)* ~.~2. 
D6monstration. Si LI t L2 E ~Jx r-]~2, il existe un langage L ___ X*, L ~ A°~ et une 
.T2-substitution propre s tels que L~ t L2 = s(L). Comme ~Tx est clos par interse.ction 
avec les langages rationnels, cn peut supposer que Va ~ X, a occurre dans un mot de 
L et s(a)~O. Posons X'={acX[s(a) r~X* =0}, X"={a ~Xls(a)~_X~} et 
montrons qu'on peut toujours se ramener au cas o6 X = X 'uX" .  En e:ffet, si 
Z=X\ (X 'uX" )  est non vide, posons Z'={a ' [aeZ} et Z"={a"[a~Z}. 
D6finissons les substitutions t et s", respectivement sur X et sur Z '  u Z"  u X '  ~ X" 
par: Va~Z, t(a)={a',a"}, Va~X'uX" ,  t(a)={a} ct s"(a)=s(a), Va 'eZ ' ,  
s"(a')=s(a)\X* et Va"~Z",  s"(a")=s(a)r~X~. II est -lair que s=s"o~', done 
L1 'r L2 = s(L)= s"(t(L)) avec t (L )~ l  qui est ferm6e par substitution finie propre. 
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De plus s" est une ~2-substitution propre qui v6rilie bien: Vx ~ Z 'w Z"  w X '  w X", 
soit s"(x ) c X*  X~ = t~. _ 2, soit s"(x)n 
Nous pouvons, donc, nous placer dans le ca:~ oh X = X'w X". )6finissons les 
homomorphismes h et g sur X1 u X2 par: 
-Vx~X~,  h (x )=cetg(x )=x,  
-Vx~X2,  h (x )=xetg(x )=e.  
Pour tout a ~X ' ,  0 (a)= h(s(a))e~2, ainsi quc Fact(O(a))={wl3u, v tels que 
uwv~O(a)}, puisque tout c6ne rationnel est clos pour l'op6ration Fact. Donc 
L'=Ua~x, Fact(0(a)) e $'~(&#2). Par hypoth~se, V ~ ~X' ,  ii existe u, v ~ (X~ u X2)* 
tels que u s(a)v c_ L I t  L2 ce qui irnplique h(u)O(a)~i(v) =h(us(a)v) ~ h(L1 ~ L2) qui 
est 6gal ~ h ~.L t)t  h (L2) puisque h est un homornorphisme strictement alphab~tique. 
Supposons, maintenant, que (L2c)* n'appartien~r.e pas/ l  ~ : .  D'apr~s le lemrne 
pr6c~.dent, (LEC)* ~ qg.(L#2) et c(L2c) +~g c~,~,,(~2). Comme L"~ c¢, g'2), nous en 
d6duisonsL,,#C(LEC)+etdoncL ,, r-.. -~r_ c,~z ~ . Il e~:ist¢ alors n >~ 1, w~, . . .  , w,~L2 
tels que w=cw~cw2.. .cw,cjgL' .  Posons k= Iw, I 
desigr e la longueur du mot w~. Consid6rons le langage A =: 1r'(L\X*K"kx *) o6 rr' 
est la projection de X sur X '  d6finie par: 'Ca ~X' ,  It '(a) = aet  Va e X", ¢r'(a) = e. 
Comme ~r' est un homomorphisme alphab6tique, ~:-limit6 sur X* \X*x"kx  * et que 
L ~ ~ qui est clos par transduction rationnelle bifid61e, A ~ ~1. D6finlssons, main- 
tenant, la substitution s' sur X par: ` ca ¢X, s'(a)= ~ri(s(a))\X~"X~: o6 'ffl es t  la 
projectien de XI wX2 sur Xt d6finie par: ` ca eX~, ~rt(a)=a et Wa ~X2, ~&(a)= e. 
Par d6finition s' est une substitution finie. De plus, pour tout a ~ X', s(a) r~ X*  = 0 ce 
qui implique s'(a) ne contient pas le mot vide. Nous pouvons en d6daire que 
s'(A) ~ ~ qui est clos par substitution finie propre. Pour terminer la d6monstration, 
il ne nous reste plus qu'~ d6montrer l'6galit6 entre s'(A) et L~. 
Par coi~struction, ous avons les inclusions '(A)~_ ~r~(s(A)) et A ~_ ~r'(L) ce qui 
entraine s'(A) ~_ ~&(s(~r'(L))). Or, pour tout a ~X, ert(s(~r'(a)))= ~&(s(a)). En effet 
si a ¢X',  ~r'(a)=a et si a e X", ~r'(a)= e donc ~&(s(~r'(a)))= e = ~r:(s(a))puisque 
s(a)~_X~. Nous en d6duisons que s'(A) est inclus dans ~ri(s(L))= ~r~(Lt '~ L2)= L~. 
Pour montrer l'inclusion inverse, consid6rons un mot u = ut ' "uo  ~L~ avec 
`ci ~ {1, . . . ,  p}, ui ~ X~o Pour tout ] ~ {1 , . . . ,  n } et A ~ M, posons vi+~, = w~. Alors, le 
mot w'=u~v~u2v2.., uvvv appartient ~ Lt~L2=s(L). Donc, il existe m eL  tel 
que w'ss(m). Pcsons m=m~. . ,  m~ avec m~¢X. Le mot w' se factorise en 
w ~ • .. w~ avec w i ~ s(m~). Soit A l'ensemble des roots de (X~ w X2)* qui contiennent 
au plus 2n - 1 occurrences de lettres de X1. Chacun des w ~ appartient ~a. En effet, si 
w~ contient au moins 2n occurrences de lettres dc X~, par construction de w' qui 
contient w~ comme facteur, le mot w appartient ~ Fact(h(w~))~_Fact(h(s(m~)))= 
Fact(O(ra~))~_L', puisque m~¢X'. Nous obtenons une contradiction car w~L'. 
Donc, pour tout i¢{1, . . .q},  w[~_s(mi)nA ce qui entraiae ~rl(w~)¢ 
"rrt(s(m~),aa)= s'(m~) puisque A er~ -~ (X * '~'2nV* = x,~ ,~) .  On obtient, alors, u= 
z&(w')es'(m). Enfia, montrons que m~X*X"~X *. En effet, duns !e cas contraire 
= . ' v-,, s(a)~_X~, w' s." factoriserait m am'B avec m ~ X '~ et comme, pour tout a ~,~,  
k en a'w"fl' avec w"~ s(m')~_ X2X2, ce qui est impossible d'apr~s la c~.¢struction de 
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w'. Donc m ~ L \X*X"kx  *. Or, s'(m) = s'(Ir'(m)). En effet si a e X',  It'(a) = a donc 
s ' (a)=s ' ( l r ' (a) )  et si a~X" ,  I r ' (a)=e alors que s'(a)~_ lr l(s(a )) c_ 1rl (X*)={e}.  
Nous en d6duisons que u ~ s'(m) = s'(Ir'(m)) avec m ~ L \X*x"kx  *, ce qui entraine 
I r ' (m)~A.et  u ~ s'(A), ce qui ach~ve la d6monstration. 
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